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集合 G を有限群, n を Gの位数,鞠を g\in G に対するそれぞれ可換な不定元,
そして R=\mathbb{C}[x_{g};g\in G] を,複素数体 \mathbb{C} に係数を持つ不定元 \{x_{g}|g\in G\} に関
する多項式環とする.このとき, G の群行列M(G) を  M(G)=(x_{gh-1})_{g,h\in G}\in









\end{array}\right\} ,  $\Theta$(G)=x_{0}^{2}-x_{1}^{2}
となる.
群行列の意昧を述べる.群行列 M(G) は, G の正則表現のある行列表示 L
の各点 g での値 L(\mathrm{g}) に x_{g} という係数を付けたものの G全体における和であ
る.つまり行列表現 L が存在して
M(G)=\displaystyle \sum_{g\in G}x_{g}L(g)
が成り立つ.不定元 x_{g} を \%\in \mathbb{C} とみなせば,これは M(G) が群環 \mathbb{C}G の行
列表示であることを意味する.上述について詳しく説明する.
群G= {g_{1}, g_{2} , . .. ) g_{n} } とする.このとき,任意の g\in G に対して
\left(\begin{array}{llll}
91 & g_{2} & \cdots & g_{n}\\
gg_{1} & g92  . &  & gg_{n}
\end{array}\right) = \left(\begin{array}{llll}
g_{1} & g_{2} & \cdots & g_{n}\\
9$\sigma$_{9}(1) & g_{$\sigma$_{9}(2)} & \cdots & g_{$\sigma$_{g}(n)}
\end{array}\right)
により,対称群 S_{n} への忠実な表現 L : G\ni g\mapsto$\sigma$_{g}\in S_{n} が定まる.この表現





で与えれば, G の忠実な行列表現 L:G\ni g\mapsto L(g)\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(n,\mathbb{C}) が得られる.
ここで,条件 i=$\sigma$_{g}(j) は 9i=ggj と同値なので,
(\displaystyle \sum_{g\in G}x_{g}L(g))_{ij}=x_{g_{i}g_{j}^{-1}}
が成り立つ.
次は群行列式の意味を述べる.群行列式  $\Theta$(G) は,群環 \mathbb{C}G の元が可逆であ
るかどうかを判別する式である.つまり不定元 x_{g} を鞠欧 \mathbb{C} とみなしたとき,
\displaystyle \sum_{9\in G}x_{g}g\in \mathbb{C}G が逆元を持つことの必要十穿条件は,  $\Theta$(G)\neq 0 であること
がわかる ([28, Corollary 25 また群行列式は,2つの群が与えられたときに
これらが同型か否かを判別する式にもなっている ([4, Theorem 5
3 Frobenius の定理
群行列式の \mathbb{C} 上の既約分解を与える定理を,Frobenius の定理という.Frobe‐
nius はこの定理を求める過程において,有限群の表現論を構築した ([23]). 本
節では,Frobenius‐ の定理について説明する.
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集合 \hat{G} を, G の \mathbb{C} 上の既約表現の同値類の代表元の完全集合とする.次の
定理を Frobenius の定理という.
定理2 (Frobenius の定理 [3]). 群行列式  $\Theta$(G) の \mathbb{C} 上の既約分解は,以下で
与えられる.
 $\Theta$(G)=\displaystyle \prod_{ $\varphi$\in\hat{G}}\det (\sum_{g\in G}x_{g} $\varphi$(g))^{\deg $\varphi$}
Frobenius の定理の例を与える.
例3. 群 G=\mathbb{Z}/3\mathbb{Z}=\{0 , 1, 2 \} とする.このとき
 $\Theta$(G)=\det \left\{\begin{array}{lll}
x_{0} & x_{2} & x_{1}\\
x_{1} & x_{0} & x_{2}\\
x_{2} & x_{1} & x_{0}
\end{array}\right\}
=(x_{0}+x_{1}+x_{2})(x_{0}+x_{1} $\omega$+x_{2}$\omega$^{2})(x_{0}+x_{1}$\omega$^{2}+x_{2} $\omega$)
となる.ただし,  $\omega$ は1の原始3乗根の1つとする.
これから Frobenius の定理の証明を与える Frobenius の定理の等号成立
は,以下の定理から直ちにわかる.
定理4([17, Theorem 4.4.4]). 写像  L を G の正則表現 \hat{G}=\{$\varphi$_{1}, $\varphi$_{2}, . . . , $\varphi$_{s}\},
そして d_{i}=\deg$\varphi$_{i} とする.このとき, L は以下のように直和分解できる.
L\sim d_{1}$\varphi$_{1}\oplus d_{2}$\varphi$_{2}\oplus\cdots\oplus d_{s}$\varphi$_{s}.
Frobenius の定理が群行列式の既約分解を与えていることを示す.そのため
に,以下の2つの補題を用意する.
補題5. 行列  $\varphi$=($\varphi$_{ij})_{1\leq i\leq m,1\leq j\leq m} を G の m次の既約なユニタリ表現とす
る.このとき, \{ $\varphi$(g)\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(m, \mathbb{C}) | g\in G\} はMat (m, \mathbb{C}) の線型空間として
の生成系になっている.つまり, \{ $\varphi$(g_{k})|1\leq k\leq m^{2}\} がMat (m, \mathbb{C}) の基底
となるような佛 \in G(1\leq k\leq m^{2}) が存在する.
補題6 (行列式の既約性 [8, pp.20‐21]). 行列 Y= (y_{ij})_{1\leq i\leq m,1\leq j\leq m} の要素
yij を独立変数とする.このとき, m 次多項式 \det Y は既約多項式となる.
では,Frobenius の定理の右辺の因子の既約性を示す.これは次の定理が成
り立つことを示せばよい.
定理7. 行列  $\varphi$=($\varphi$_{\hat{l}}j)_{1\leq i\leq m,1\leq j\leq m} を G の m次の表現とする.このとき,  $\varphi$
が \mathbb{C} 上で既約であることの必要十分条件は, \displaystyle \det(\sum_{g\in G}x_{g} $\varphi$(g)) が \mathbb{C} 上で既
約多項式となることである.
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Proof. まず十分条件について,対偶をとって示す.表現  $\varphi$ を既約でないとす
れば,  $\varphi$ は直和分解できる.表現  $\varphi$ の直和分解を  $\varphi$=$\varphi$_{1}\oplus$\varphi$_{2} とすれば,
\displaystyle \det (\sum_{9\in G}x_{g} $\varphi$(9)) =\det(\sum_{g\in G}x_{g}$\varphi$_{1}(g)) \det (\sum_{g\in G}x_{g}$\varphi$_{2}(9))
となるので,十分条件が成り立つことがわかる.必要条件を示す.補題5より,
\{ $\varphi$(9k)|1\leq k\leq m^{2}\} がMat (m, \mathbb{C}) の基底となるような 9k\in G(1\leq k\leq m^{2})
が存在する.したがって, E_{ij} を行列単位とすれば C_{k,i,j}\in \mathbb{C}(1\leq i\leq m,  1\leq
 j\leq m, 1\leq k\leq m^{2}) が存在して,
 $\varphi$(9k)=\displaystyle \sum_{\dot{l}=1}^{m}\sum_{j=1}^{m}C_{k,i,j}E_{ij}




\displaystyle \sum_{k=1}^{m^{2}}x_{g_{k}} $\varphi$(g_{k})=\sum_{k=1}^{m^{2}}x_{g_{k}} (\sum_{i=1}^{m}\sum_{j=1}^{m}C_{k,i,j}E_{ij})
=\displaystyle \sum_{i=1}^{m}\sum_{j=1}^{m} (\sum_{k=1}^{m^{2}}x_{g_{k}}C_{k,i,j})E_{ij}
=\displaystyle \sum_{\dot{l}=1}^{m}\sum_{j=1}^{m}y_{ij}E_{ij}
=(y_{ij})_{1\leq i\leq m,1\leq j\leq m}










集合  H を G の部分群,  G=t_{1}H\sqcup t_{2}H\sqcup\cdots 沖輪  H を G の H による左
剰余類分解, T= { t_{1}, t_{2} ) .. . , t_{m} } を剰余類分解の代表元の完全集合,そして,
RG=R\displaystyle \otimes \mathbb{C}G=\{\sum_{g\in G}$\alpha$_{9}9|$\alpha$_{g}\in R\} とする.群環 RG の正則表現 (多元
環の正則表現 (例えば [11] を参照)) は次で定義される.
定義8 (群環の正則表現).任意の  $\alpha$\in RG に対して,以下を満たす  L_{T}( $\alpha$)\in
\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(m, R\mathrm{H}) がただ一つ存在する.
 $\alpha$ (t_{1} t_{2} . .. t_{m})=(t_{1} t_{2} \cdots t_{m})L_{T}( $\alpha$) .
このとき,写像 L_{T} : RG\ni $\alpha$\mapsto\in L_{T}( $\alpha$) \in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(m, R\mathrm{H}) を, T による RG か
ら RH への (左)正則表現という.
これから  $\alpha$=\displaystyle \sum_{g\in G}x_{g}g を一般元といい,また写像 \dot{ $\chi$} : G\rightarrow \mathbb{C} を, g\in H
ならば \dot{ $\chi$}(g)=1, g\not\in H ならば敵g) =0 で定義する.以下の補題から,群環
の正則表現が群の正則表現の一般化であることがわかる.
補題9 ([31, Lemma 5 元  $\alpha$ を一般元とする.このとき
 L_{T}( $\alpha$)_{ij}=\displaystyle \sum_{g\in G}\dot{ $\chi$}(t_{i}^{-1}gt_{j})x_{g}t_{i}^{-1}gt_{j}
が成り立つ.
元 e を G の単位元とする.仮に H=\{e\} とすれば,補題9から  L_{T}( $\alpha$渇 =
x_{g_{i}g_{j}^{-1}}e がわかる.このことから,拡張した群行列を以下で与える.
定義10 (拡張した群行列).元  $\alpha$ を一般元とする.このとき
 M(G:H)=L_{T}( $\alpha$)
を H へ拡張した G の群行列という.
また,拡張した群行列式を以下で定義する.
定義11 (拡張した群行列式).部分群 H を可換とする.このとき
 $\Theta$(G:H)=\det M(G:H)
を H へ拡張した G の群行列式という.
5 Dedekindの定理の拡張と一般化
まず Dedekind の定理について説明する.以下にあるように,Dedekind の
定理とはRobenius の定理の G が可換な場合である.
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定理12 (Dedekind の定理 [3 ) Theorem 2 集合 G を有限可換群とする.こ
のとき
 $\Theta$(G)=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in\hat{G}}\sum_{g\in G} $\chi$(g)x_{g}
が成り立つ.
Dedekind は G が可換である場合の群行列を対角化することにより)つまり
群行列の固有値を求めることにより,Dedekindの定理を得た.本節では,拡
張した群行列のあるスペクトルに着目して,Dedekindの定理の拡張を得る.
まずは, G が可換である場合の群行列 M(G:H) のスペクトルについて説明
する.
有限群 G を可換, $\Phi$_{(G:H)}(X)=\det(XI_{m}-M(G:\mathrm{H})) とする.ただし,X
は RG の元と可換な不定元とする.
定義13 (1つのスペクトル).元 $\alpha$_{i}\in RG が存在して, $\Phi$_{(G:H)}(\mathrm{X}) を
$\Phi$_{(G:H)}(X)=(X-$\alpha$_{1})(X-$\alpha$_{2})\cdots(X-$\alpha$_{m})
と \mathbb{C}G 上で因数分解できたとする.このとき, \{$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, . . . , $\alpha$_{m}\} を M(G : H)
の1つのスペクトルという.
拡張した群行列のスペクトルが一意的でないことを,次の例で確認する.












定理15. 写像 f:G\rightarrow G を準同型で,任意の h\in H に対して f(h)=h を満
たすものとする.このとき
\displaystyle \{\sum_{g\in G} $\chi$(gH)x_{g}f(g)| $\chi$\in\overline{G/H}\}




定義16 (群環上の作用素).指標  $\chi$\in\hat{G} に対して, T_{ $\chi$} : RG\rightarrow RG を R線型
で, T_{ $\chi$}(g)= $\chi$(\mathrm{g})g を満たす写像とする.
任意の  $\chi$ )  $\chi$' \in \hat{G} に対して T_{$\chi$'}\circ T_{ $\chi$} =T_{$\chi$'0 $\chi$} , 一般元  $\alpha$ に対して  T_{ $\chi$}( $\alpha$) =
\displaystyle \sum_{g\in G} $\chi$(\mathrm{g})鞠g が成り立つことに注意する.
補題17 ([9, LEMMA 2.22]). 集合 \hat{G}_{H}= \{ $\chi$\in G| $\chi$(ん )=1, \forall h\in H\} は \hat{G}
の部分群で, \overline{G/H} と同一視できる.
自然数 l を H の位数,部分群 \hat{G}_{H} による \hat{G} の左剰余類分解を \hat{G}=$\chi$_{1}\hat{G}_{H}\mathrm{u}
$\chi$_{2}\hat{G}_{H}\sqcup\cdots\sqcup$\chi$_{l}\hat{G}_{H} , この剰余類分解の代表元の完全集合を U=\{$\chi$_{i}|1\leq i\leq l\},
そして U の元 (写像) を H に制限したもの全体の成す集合を, U短とする.
補題18 ([24, Lemma 3.5]). 集合 U|_{H}=\hat{H} となる.
では,Dedekind の定理の拡張を与える.
定理19 (Dedekind の定理の拡張 [24, Theorem 3.8]). 集合 G を有限可換群,
H を G の部分群とする.このとき次が成り立つ.
 $\Theta$(G:\displaystyle \{e\})=\prod_{ $\chi$\in\hat{H}}T_{ $\chi$}( $\Theta$(G:H)) .
Proof. 定理15と補題17と18より,
 $\Theta$(G:\displaystyle \{e\})= \prod \sum $\chi$(g\{e\})x_{g}g
 $\chi$\in\overline{G/\{e\}}^{g\in G}
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in\hat{G}}\sum_{g\in G} $\chi$(g)x_{g}g
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in\hat{G}}(T_{ $\chi$}\sum_{g\in G}x_{g}g)
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in U}T_{ $\chi$} (\prod_{$\chi$'\in\hat{G}_{H}}\sum_{g\in G}$\chi$'(g)x_{g}g)
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in U} 職 (\displaystyle \prod_{$\chi$'\in\overline{G/H}}\sum_{g\in G}$\chi$'(gH)x_{g}g)
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in U}T_{ $\chi$}( $\Theta$(G:H))
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in U|_{H}}T_{ $\chi$}( $\Theta$(G:\mathrm{H}))
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in\hat{H}}T_{ $\chi$}( $\Theta$(G:\mathrm{H}))
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となる.証明できた. 口
写像 F:RG\rightarrow R を, R線型で F(9) =1 を満たす写像とする.Dedekind
の定理の拡張より,Dedekindの定理の一般化が導かれる.
定理20 (Dedekind の定理の一般化 [24, Theorem 3. 10 集合 G を有限可換
群, H を G の部分群とする.このとき次が成り立つ.




 $\Theta$(G)=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in\hat{G}}F(T_{ $\chi$}( $\Theta$(G:G
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in\hat{G}}F (T_{ $\chi$} (\sum_{g\in G}x_{g}g))
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in\hat{G}}F(\sum_{g\in G} $\chi$(9)x_{g}g)
=\displaystyle \prod_{ $\chi$\in\hat{G}}\sum_{9\in G} $\chi$(g)x_{g}
となり,確かにDedekindの定理が導かれた.
6 指数2の可換な部分群を持つ群のあるスペクトル
前節では, G が可換である場合の M(G:H) のあるスペクトルに着目する
ことによって,Dedekind の定理の一般化を得た.有限群 G が非可換の場合の
M(G:H) のスペクトル(G が可換の場合にしか定義していないが) がどのよ
うになっているのかは興味深い問題である.といっても,一般の M(G:H) の
スペクトルを求めるのは困難である (そもそも, M (G :H) の行列式の定義が
問題になる (これと関連する研究に [25], [26] がある 本節では, G と H が
特別な場合の, M(G:H) のスペクトルを考察する.
部分群 H を G の指数2の可換な部分群で, H による G の左剰余類分解を
G=H 鴎 tH とする.このとき RG=RH\oplus tR\mathrm{H} に注意すれば,一般元  $\alpha$ は,
 $\beta$,  $\gamma$\in RH が存在して,  $\alpha$= $\beta$+t $\gamma$ と書くことができて,
 M(G:H)= \left\{\begin{array}{ll}
 $\beta$ & t $\gamma$ t\\





X- $\beta$ &  & t $\gamma$ t\\
 $\gamma$ & X & -t^{-1} $\beta$ t
\end{array}\right\}
=\mathrm{X}^{2}-( $\beta$+t^{-1} $\beta$ t)X- $\gamma$ t $\gamma$ t
となる.ここで \overline{ $\alpha$}=t^{-1} $\beta$ t-t $\gamma$ とすれば,  $\Phi$_{(G:H)}(\mathrm{X}) は因数分解できること
がわかる.
$\Phi$_{(G:H)}(X)=(X- $\alpha$)(X-\overline{ $\alpha$}) .
拡張した群行列M(G:H) のスペクトルとして, \{ $\alpha$, \overline{ $\alpha$}\} があることがわかった.
スペクトル \{ $\alpha$, \overline{ $\alpha$}\} に関して注意したいことがある.実は  $\alpha$ と \overline{ $\alpha$} は可換で
あることがわかる.したがって,  $\alpha$+\overline{ $\alpha$}=\mathrm{T}^{\mathrm{p}}(M(G:H  $\alpha$\overline{ $\alpha$}= $\Theta$(G:H) が
成り立つ.
Remark 22. 拡張した群行列 M(G: H) のスペクトルは, \{ $\alpha$, \overline{ $\alpha$}\} だけでは
ない.例えば, \{ $\beta$-t $\gamma$, t^{-1} $\beta$ t+t $\gamma$\} も M(G:H) のスペクトルである.
スペクトル{  $\alpha$ ) \overline{ $\alpha$}} から,群環 \mathbb{C}G 上の共役写像が見えてくる.このことに
ついて説明する.
集合 \mathrm{Z}(RG) を RG の中心とする.いま,不定元 x_{g} を x_{g}\in \mathbb{C} とみなし,一
般元  $\alpha$ を \mathbb{C}G の任意の元と考えると,写像 f : \mathbb{C}G\ni $\alpha$\mapsto\overline{ $\alpha$}\in \mathbb{C}G が与えら
れる.この写像は以下の性質をもつことがわかるので,共役写像ということに
する.
定理23 ([27, Theorem 33 任意の a, b\in \mathbb{C}G に対して,次が成り立つ.
(1) a=a=.
(2) a+\overline{a}, a\overline{a}=\overline{a}a\in Z(\mathbb{C}G) .
(3) ab=\overline{b}\overline{a}.
(4) a= 石であることの必要十分条件は, a\in Z(\mathbb{C}G) となることである.
Remark 24. 拡張した群行列 M(G:H) のスペクトルとして \{ $\alpha$, \overline{ $\alpha$}\} がある
が,これは M (G :H) が  $\alpha$ と \overline{ $\alpha$} に直和分解できることを意味せず,またこの
ように直和分解することはできない、それは M(G:H)=L_{T}( $\alpha$) であるので,
M (G :H) を直和分解したときに反同型写像が表れることがないことよりわ
かる.
共役写像を用いて, 2\times 2 行列の逆行列の式を与える.
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定理25 ([27, Theorem 34]). 行列 [_{c}^{a}
れば,






















第5節では,有限群 G が可換である場合の M(G:H) のあるスペクトルに
着目することにより,Dedekindの定理を得た.本節では, G を有限群, H を
可換群として,拡張した群行列式  $\Theta$(G:H) に着目して,Dedekindの定理の





定理26 ([27, Theorem 24 不定元 x_{g} を x_{g} \in \mathbb{C} とし,一般元  $\alpha$ を任
意の \mathbb{C}G の元とみなす.このとき,  $\alpha$ が可逆であることの必要十分条件は,
 $\Theta$ (G:H)\in \mathbb{C}H が可逆となることである.
また,  $\Theta$(G:H) について次のことがわかる.
系27 ([27, Corollary 20 可換群 H が G の正規部分群ならば,  $\Theta$(G:H)\in
 Z(RG)\cap RH が成り立つ.
では,Dedekind の定理のさらなる拡張を与える.
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定理28 (Dedekind の定理のさらなる拡張 [27, Theorem 30 集合 G を有
限群, H を G の可換な部分群とする.このとき次が成り立つ.
 $\Theta$(G:\displaystyle \{e\})=\prod_{ $\chi$\in\hat{H}}T_{ $\chi$}( $\Theta$(G:H)) .
Dedekind の定理のさらなる拡張から Dedekind の定理のさらなる一般化
が導かれる.
定理29 (Dedekind の定理のさらなる一般化 [27, Theorem 31 集合 G を
有限群, H を G の部分群とする.このとき次が成り立つ.





正則表現 \downarrow \downarrow 正則表現
Mat (n, R\{e\})\rightarrow R\{e\}\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(l, R\{e\})\det\overline{\det}
8 Frobenius の定理の一般化




定理30 (Frobenius の定理の一般化 [29, Theorem 12 集合 G を有限群, H
を G の部分群,そして, \otimes をKronecker積とする.任意の  h\in H に対して
C_{h}\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(m, R) が存在して,次が成り立つ.
 $\Theta$(G)=\displaystyle \prod_{ $\psi$\in\hat{H}}\det(\sum_{h\in H} $\psi$(h)\otimes C_{h})^{\deg $\psi$}
定理2と30より, G の既約表現の次数に関する系が得られる.
系31 ([29, Corollary 13 集合 G を有限群, H を G の部分群とする.任意
の  $\varphi$\in\hat{G} に対して,次が成り立つ.
\displaystyle \deg $\varphi$\leq[G:H] \times\max\{\deg $\psi$| $\psi$\in H
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